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Zadanie 4. Punkt [ jest srodkiem okregu wpisanego w tréjkat ABC. Okrag przechodzacy przez
punkt B styczny do prostej AI w punkcie I przecina bok AB ponownie w punkcie P (P # B).
Okrag przechodzacy przez punkt C styczny do prostej Al w punkcie I przecina bok AC ponownie
w punkcie @ (Q # C). Udowodnié, ze prosta PQ jest styczna do okregu wpisanego w trojkat ABC.

Zadanie 5. Niech n > 2 bedzie liczba catkowita oraz niech aq,as,...,a, beda dodatnimi liczbami
catkowitymi. Wykazaé, ze istnieja dodatnie liczby catkowite by, b, ..., b, spelniajace nastepujace trzy
warunki:

(A) aiébi dlaizl,Q,...,n,

(B) reszty z dzielenia liczb by, bo, ..., b, przez n sa parami rézne, oraz

1 o day,
(¢) b1+---+bn<n(”2 +V1+ n+a J)

(Powyzej |2| oznacza czesé calkowita liczby rzeczywistej x, czyli najwieksza liczbe catkowita nie
wieksza od liczby z.)

Zadanie 6. Alina narysowala 2019 cigeciw ustalonego okregu, przy czym korice narysowanych cieciw
sg parami rézne. Powiemy, ze punkt jest wyrdzniony, jesli spelnia jeden z ponizszych warunkéw:

(i) jest jednym sposréd 4038 koncéw cieciw,
(ii) jest punktem przeciecia co najmniej dwéch cieciw.

Alina przypisuje kazdemu wyréznionemu punktowi pewng, liczbe w nastepujacy sposéb. Sposréd
4038 punktéw spelniajacych warunek (i) Alina wybiera 2019 i przypisuje im liczbe 0, a pozostalym
2019 z nich przypisuje liczbe 1. Nastepnie przypisuje kazdemu punktowi spelniajacemu warunek (ii)
pewna (niekoniecznie dodatnia) liczbe calkowita.

Na kazdej z cieciw Alina rozwaza odcinki taczace dwa kolejne wyréznione punkty. (Cigciwa, na
ktorej znajduje sie k wyréznionych punktéw zawiera k — 1 takich odcinkéw.) Przyporzadkowuje ona
kazdemu rozwazanemu odcinkowi dwie liczby: z61tg liczbe bedaca suma liczb przypisanych konicom
tego odcinka, oraz niebieska liczbe bedaca wartodcia bezwzgledna ich réznicy.

Alina zauwazyla, ze wsrdéd wszystkich N + 1 z6ttych liczb, kazda z liczb 0,1,..., N wystapila
doktadnie raz. Wykazaé, ze co najmniej jedna niebieska liczba jest podzielna przez 3.

(Cieciwg nazywamy odcinek laczacy dwa rézne punkty lezace na pewnym okregu.)
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