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Uloha 4. Necht I je stied kruznice w vepsané trojihelniku ABC. Kruznice prochazejici bodem B,
ktera sa dotykd AI v bodé I, protind stranu AB v bodé P (P # B). Analogicky, kruznice prochazejici
bodem C, ktera se dotyka AI v bodé I, protina stranu AC' v bodé @ (Q # C). Dokazte, ze piimka PQ

je tecnou kruznice w.

Uloha 5. Necht n > 2 je celé &slo a ay, ag, . . ., a, jsou kladna celd &sla. Dokazte, 7ze existuji kladné
celé ¢isla by, bo, . .., b, spliujici nasledujici tfi podminky:

(A) a; <bjproi=1,2,...,n;

(B) zbytky po déleni ¢isel by, ba, . .., b, ¢islem n jsou po dvou rizné; a

—1 n
<c>bl+...+bngn("z ﬂ‘“* +J)

n

(Symbol |z] oznacuje dolni celou ¢ast realného ¢isla z, coz je nejvetsi celé ¢islo neprevysujici x.)

Uloha 6. Alena nakreslila na kruznici 2019 tétiv s navzdjem riznymi krajnimi body. Bod nazveme
oznaceny, praveé kdyz jde o

(i) jeden z 4038 krajnich bodu téchto tétiv; nebo
(ii) prusecik aspon dvou z téchto tétiv.

Alena potom kazdy z oznacenych bodu ¢iselné ohodnotila. Ze vSech 4038 krajnich bodt spliiuji-
cich (i) ohodnotila nékterych 2019 bodu ¢islem 0 a zbyvajicich 2019 bodu ¢islem 1. Nasledné ohodnotila
vSechny body splnujici (ii) libovolnym celym ¢islem (ne nutné kladnym).

Na kazdé tétivé uvazovala tisecky spojujici po sobé jdouci oznac¢ené body. (Tétiva s k oznacenymi
body obsahuje k — 1 takovych tsecek.) Déle ohodnotila kazdou takovou tsecku dvéma ¢isly, z nichz
jedno je zluté a druhé modré, pricemz zluté ¢éisla predstavuji soucet ciselnych ohodnoceni koncovych
bodti na ohodnocované tisecce a modra cisla absolutni hodnotu jejich rozdilu.

Nésledné Alena zjistila, ze mezi vSemi N + 1 zlutymi cisly se kazdé z ¢isel 0,1, ..., N vyskytuje
pravé jednou. Dokazte, ze aspon jedno modré ¢islo je ndsobkem 3.
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Kazda tloha je hodnocena nejvyse 7 body.



