Q) Language: Czech
g% egmo 2012 Doy 1

S
Florence | April 9®-15%
¥

Streda, duben 11, 2018

Uloha 1.V trojithelniku ABC je |CA| = |CB|a |ZACB| = 120° a M je stied strany AB. Necht P je
libovolny bod na kruznici opsané trojihelniku ABC a @ bod na tsecce C'P takovy, ze |QP| = 2|QC.
A necht primka prochézejici bodem P a kolméa na ptimku AB protne pfimku M@ v bodé N.

Dokazte, ze existuje urcita kruznice, na které lezi vSechny body N pro vSechny mozné polohy
bodu P.

Uloha 2. Uvazujme mnozinu
1
A:{1+k:k:1,2,3,...}.

(a) Dokazte, ze kazdé prirozené ¢islo x > 2 muze byt napsano jako soucin jednoho nebo vice prvku
z A, které nemuseji byt nutné riuzné.

Soucin jednoho prvku znamend ten prvek sdm.

(b) Pro kazdé prirozené ¢islo © > 2 necht f(x) znac¢i nejmensi pfirozené ¢islo takové, ze x muze byt
napsano jako soucin f(z) prvka mnoziny A, které nemuseji byt nutné ruzné.

Dokazte, ze existuje nekone¢né mnoho dvojic (z,y) pfirozenych ¢isel x > 2, y > 2, pro které plati
flzy) < f(x) + f(y).
(Dvojice (z1,y1) a (x2,y2) jsou ruzné, pravé kdyz x1 # w2 nebo y; # yo.)

Uloha 3. Pojmenujme n soutézicich divek na EGMO jako Ci,...,C,. Po soutézi se tyto divky
postavi do fronty pred restauraci podle nasledujicich pravidel.

e Jury vytvori pocatecni usporddani divek ve fronté.
e Kazdou minutu Jury zvoli jedno prirozené ¢islo i, kde 1 < i < n.

— Ma-li divka C; aspon ¢ jinych divek pied sebou, zaplati jedno euro na konto Jury a posune
se dopredu v fadé presné o ¢ mist.

— Ma-li divka C; méné nez ¢ jinych divek pred sebou, restaurace otevrie a proces skondi.
(a) Dokazte, ze proces nemuze pokracovat do nekonecna podle pravidel Jury.

(b) Urcete pro kazdé n nejvétsi pocet eur, které Jury mize ziskat pro libovolné poc¢atecni usporadani
fronty i pro libovolnou volbu posloupnosti premistovani divek.
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