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Zadanie 1. W czworokacie wypuklym ABC'D zachodza zaleznosci /DAB = /BCD = 90° oraz
/ABC > Z/CDA. Punkty Qi R lezg odpowiednio na odcinkach BC' i CD. Prosta Q)R przecina proste
AB i AD odpowiednio w punktach P i 5. Przypusémy, ze PQ = RS. Punkt M jest srodkiem odcinka
BD, a punkt N — $rodkiem odcinka QR. Udowodnié, ze punkty M, N, A i C lezg na jednym okregu.

Zadanie 2. Znalez¢ najmniejsza liczbe catkowita k > 0, dla ktorej istnieje kolorowanie zbioru Zsq
wszystkich dodatnich liczb catkowitych k kolorami oraz funkcja f : Z~o — Z~g o nastepujacych dwédch
wlasnosciach:

(i) Dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych m,n tego samego koloru zachodzi réwnosé

fm+mn) = f(m)+ f(n).
(ii) Istnieja takie dodatnie liczby catkowite m,n, ze f(m +n) # f(m) + f(n).

Uwaga. W kolorowaniu zbioru Z~qo za pomocg k koloréw kazda liczba jest pokolorowana dokladnie
jednym z k koloréw. Zaréwno w (i) jak ¢ w (ii) liczby m,n sq niekoniecznie rézne.

Zadanie 3. Na plaszczyznie danych jest 2017 prostych, przy czym zadne trzy z nich nie maja punktu
wsp6lnego. Slimaczyca Turbina na poczatku znajduje sie w punkcie lezacym na dokladnie jednej z da-
nych prostych. Nastepnie zaczyna pelza¢ w nastepujacy sposob: porusza sie wzdtuz prostej az natrafi
na punkt przeciecia dwoch prostych. W tym momencie kontynuuje wedréwke wzdtuz drugiej prostej,
skrecajac w prawo lub lewo. Przy kazdym nastepnym napotkanym punkcie przeciecia dwéch prostych
skreca w druga strone niz przy poprzedniej zmianie kierunku. Turbina moze zmieniaé kierunek wy-
lacznie w punkcie przecigcia dwéch danych prostych (nie moze wiec stana¢ w miejscu i zawré6cié). Czy
moze sie zdarzy¢, ze Turbina podczas swej wedréwki przemierzy pewien odcinek w obu kierunkach?

Language: Polish Czas pracy: 4 godziny i 30 minut
Za kazde zadanie mozna otrzymac¢ 7 punktow.



