,{Q_ Language: Polish

(& EGMO Day: 1

Pigtek, 8 kwietnia 2022 r.

Zadanie 1. Dany jest tréjkat ostrokatny ABC, w ktérym BC < AB oraz BC < CA. Punkt P lezy
na odcinku AB, a punkt @) lezy na odcinku AC, przy czym P # B, @ # C oraz

BQ = BC = CP. Niech T oznacza srodek okregu opisanego na tréjkacie APQ, H ortocentrum
tréjkata ABC, S natomiast punkt przeciecia prostych BQ i CP. Wykazaé, ze punkty T, H i S sa
wspéliliniowe.

Zadanie 2. Niech N = {1,2,3,...} oznacza zbiér wszystkich dodatnich liczb catkowitych. Wyz-
naczy¢ wszystkie funkcje f : N — N, takie ze dla dowolnych dodatnich liczb catkowitych a, b zachodza
ponizsze dwa warunki:

(1) f(ab) = f(a)f(b) oraz
(2) co najmniej dwie sposrdd liczb f(a), f(b), f(a + b) sa réwne.

Zadanie 3. Nieskonczony ciag dodatnich liczb catkowitych ay, as, ... nazwiemy dobrym, jesli
(1) ap jest kwadratem liczby catkowitej oraz
(2) dla kazdej liczby caltkowitej n > 2, a,, jest najmniejsza dodatnia liczba calkowita taka, ze liczba
nay + (n—1ag + ...+ 2ap-1 + an
jest kwadratem liczby catkowite;j.

Udowodnié¢, ze dla dowolnego dobrego ciagu aj,as,... istnieje dodatnia liczba catkowita k, taka ze
an = ai dla kazdego n > k.

Language: Polish Czas pracy: 4 godziny i 30 minut
Za kazde zadanie mozna uzyskaé 7 punktow

Aby zawody byly sprawiedliwe i przyjemne dla wszystkich uczestniczek, nie zamieszczaj
informacji o tych zadaniach w internecie ani mediach spotecznosciowych do pdéinocy z
soboty 9 kwietnia na niedziele 10 kwietnia.



